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Resume. Nous donnons ici une interpretation topologique des espaces de 
formes harmoniques L"^ de varietes riemanniennes qui sont des deformations 
compactes d'espaces symetriques a courbure negative ou nuUe ou de groupes 
de Lie nilpotent simplement connexe. Nous etudions aussi la cohomologie L"^ 
des varietes dont les bouts sont paraboliques, nous retrouvons en particulier 
des resultats de M. Atiyah, V. Patodi, I. Singer, de W. Miiller et une petite 
partie de resultats recents de T. Hansel, E. Hunsicker, R. Mazzeo. 



Lorsque {M,g) est une variete riemannienne complete, nous notons Ti^{M) I'es- 
pace des fc-formes sur M qui sont LP' et harmoniques : 



Grace aux celebres theoremes de Hodge et de-Rham, nous savons que pour une 
variete compacte, ces espaces sont isomorphes aux groupes de cohomologie reel de 
la variete. Pour une variete non compacte, il est naturel de se demander : 

i) A quelles conditions, les espaces de formes harmoniques LP' sont de dimension 



ii) Et quelle est alors I'interpretation topologique de ces espaces ? 
Nous connaissons desormais de nombreuses reponses a ces questions (cf. par exemple 
[lIlEliniiniliniElEElEIl)- nous montrerons ici les deux resultats suivants : 

Theoreme A. Soit {N,g) un groupe de Lie nilpotent simplement connexe de 
dimension n > 3 et {M,g) une variete riemannienne isometrique d I'infini ^ d 
plusieurs copies de {N, g) alors 



Ce theoreme est une generaHsation d'un resultat obtenu dans |5J a propos des 
varietes euclidiennes a I'infini. Pour les degres compris entre 2 et n — 2 la preuve 
de ce resultat est basee sur des considerations elementaires. Pour les degres 1 et 
rt — 1, nous devrons notamment utiliser un resultat de J. Jost et K. Zuo (^SI)- Nous 
obtiendrons aussi avec une preuve similaire le resultat suivant : 

Theoreme B. Soit X = GjK un espace symetrique a courbure negative ou nulle 
(de dimension n > 3) et {M,g) une variete riemannienne isometrique a I'infini a 
plusieurs copies de X alors lorsque rang G ^ rang K nous avons 



On dit que deux varietes riemaniennes {Xi ,gi) et (^2! 92) sont isometriques a I'infini s'il existe 
deux compacts Ki C Xi et K2 C X2 tels que {Xi \ Ki,gi) et {X2 \ K2,g2) sont isometriques. 



1. Introduction 



n'^iM) ^{ae L^{K^T''M),da = et d*a = 0}. 



finies ? 
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Lorsque rangG — langK, alors cette conclusion persiste exceptee en degre k = 
AimX/2, oil TC^{M) est de dimension infinie. 

Remarquons que d'apres un resultat de J. Lott (|^), la finitude des espaces de 
formes harmoniques consideres dans ces deux theoremes est une consequence de 
la nullite de ces espaces pour les groupes de Lie nilpotents simplement connexe 
et pour les espaces symetriques (0). J. Lott montre en effet que si deux varietes 
orientables {Xi,gi) et {X2,g2) sont isometriques a I'infini alors 

dimW'^(Xi,5i) < oo dimH''{X2,g2) < oo. 

Nos hypotheses ne permettent pas de traiter le cas ou M est une surface riemanni- 
enne dont les bouts sont euclidiens. En fait pour une surface riemannienne I'espace 
des 1-formes harmoniques est un invariant conforme et pour une telle surface 
(5, g) de type fini nous avons : 

- Soit Ti}{S,g) est de dimension finie et {S,g) est conformement equivalente 
a une surface compacte privee d'un nombre fini de points et H^{S,g) ~ 
MH^iS) H^S)]. 

- Soit Ti}{S,g) est de dimension infinie. 

La difference entre ces deux cas pouvant etre aussi distingue par la parabolicite 
ou la non-parabolicite de la surface. Nous demontrerons le resultat partiellement 
analogue suivant : 

Theoreme C. On considere {M,g) une variete riemannienne qui au dehors d'un 
compact D est isometrique a 

QO, oo[x dD,dt'^ + ht) 

oil ht est une famille de metrique riemannienne sur dD telle que : 

- si t > s alors ht > hs, 

- si on note L(t) = vol„_i({t} x dD) = f^j^ ^Jdethg htdvolhg alors 

f°° dt 

- si on note J{t, 6) = ^det^^f^Q) ht{0) alors la fonction 

/■* 1 

j(t) = max J(t, 9) / — — —ds 

verifie 

[°° dt 
Jo Jit) 

Alors nous avons I'isomorphisme : 

n'^{M) ~ lm[H^{M) y H^{M)]. 

Ce theoreme general nous permet de donner une preuve unifiee de beaucoup de 
resultats connus par exemple lorsque (M, g) est a bouts cylindriques on retrouve un 
resultat de M.Atiyah, V.Patodi et LSinger (p]) ; nous retrouvons aussi un resultat 
de W. Miiller a propos des 5-metriques sur les varietes dont le bord a un coin 
de codimension 2 ; enfin nous re obtenons une partie d'un resultat recent de 

T.Hausel, E.Hunsicker et R.Mazzeo (Ql]) ; et enfin ce resultat permet de demontrer : 
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CoroUaire D. Soit E — > X un fibre vectoriel riemannien sur une variete rieman- 
nienne compacte oil les fibres sont des plans eucUdiens, L equipe de sa metrique 
riemannienne verifie : 

nt{L)^lu,[H'^AL)~>H\L)]. 

Ceci permet repond a une question posee dans 

Remerciements. Je tiens a remercier I'Universite de Stanford pour son hospitalite 
et particulierement Rafe Mazzeo dont les questions pertinentes sont a I'origine de 
ce travail. Je remercie aussi Colin Guillarmou et Nader Yeganefar pour I'attention 
qu'ils ont porte a ce travail. Enfin ce travail a ete fait alors que je beneficiais d'une 
delegation partielle au C.N.R.S.et d'une aide d'un programme ACI du ministere de 
la recherche. 

2. COHOMOLOGIE ET COHOMOLOGIE USUELLE 

L'objectif de ce paragraphe est d'utiliser des arguments elementaires de coho- 
mologie usuelle pour donner une interpretation topologique des espaces de formes 
harmoniques de certaines varietes riemanniennes (non compactes). Nous com- 
menQons par rappeler brievement les proprietes principales de la cohomologie 
reduite^ ; on trouvera plus de details dans Particle de J. Lott fT^ ou encore dans 
[2|. Soit (M",(7) une variete riemannienne, on note i/|(A/) son fc'^™*^ espace de 
cohomologie , il est defini par 

{dp, 13 £ L2(Afe-ir*M) et d(3 e L^{k'^T*M)} 

II est vrai que la cohomologie pent etre calculee par des formes C°°, i.e. toute 
classe contient une forme lisse. Par exemple lorsque (M, g) est complete (ce que Ton 
supposera desormais) ces espaces s'identifient aux espaces de formes harmoniques 

H^{M) ~ n^{M) = {a e L^{A^T*M),da = et d*a = 0}. 
En effet, si nous notons : 

Z|(M) ={ae L^{K^T*M),da = 0} 

= {a e L^{A''T*M), tel que V/3 G C^{A''+^T*M) (a, d*/3) = 0} 
et B^{M) = dC^{K''~^T*M) 



alors nous avons i?|(M) ~ n''{M) = Z^{M) n {B^{M)) . Lorsque ncM est un 
ouvert a bord compact lisse de M, on pent definir aussi la cohomologie absolue 
ou relative avec : 

= {a e L^{A''T*n), tel que V/3 G C^(A'=+iT*rj) {a,d*f3)=0} 

et B^{n) = dC(f (A'^-iT*!!) 



ou une forme de C^(A'^ ^T*U) est a support compact dans I'adherence de fi, elle 
n'est pas forcement nulle dans un voisinage de dfl. Alors on definit 

H^{n) = z^{n)/B^{n). 

^Desormais, on omettra de signaler qu'il s'agit de la cohomologie reduite. 
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L 'inclusion j : ^l — > M induit done une application lineaire 

La cohomologie relative est definie avec les espaces : 

Zl{n,dn) ^{a£L^{K^T*Vl), tel que V/3G Co°°(A'=+iT*n) (a,d*/3)=0} 
et B^{n,dn) = dC^(Afc-iT*17) 

et on definit i7|(ri,9r2) ~ 9r2)/i?2 (f^, cTi). L'application extension par zero 

permet de definir une application lineaire e : H2{^,dfl) — > iJ|(M). Bien sur 
si n est relativement compact ces espaces s'idenfient a la cohomologie absolue ou 
relative de fl. Dans [HI (voir aussi Q), il est remarque que si D est un domaine 
compact de M alors les suites exactes longues 

.. — > H^{D,dD) H^{M) ^ h''{M\D) ^ H^+^{D,dD) — > .. 

.. — > H''{M\D,dD) ^ H^{M) ^ H^{D) H^+^{M\D,dD) .. 
induisent deux petites suites exactes : 

H^{M) ^ H^{M \D)^ H^+^{D, dD) 



(2.1) H^{M \ D, dD) H^iM) ^ H''{D) 

Un autre heritage de ces suites exactes est le suivant : 

Lemme 2.1. Si D est un domaine compact de M et si H^^^{M \ D) — {0} alors 

{0} ^ H''{D, dD) H^{M). 

Demonstration. Soit c £ H'^{D,dD), on salt que c contient une forme fermee lisse 
a support compact dans I'interieur de D. Si a est nulle en cohomologie L^, nous 
Savons qu'elle est nulle en cohomologie usuelle ((SSj, theoreme 24). Ainsi 

c=[a]e ker (i : H''{D, dD) — > H''{M)) = Im (b : H^-^{M \D) — > H''{D, dD)) , 

or ce dernier espace est nul par hypothese. □ 

On a aussi compte tenu de 112.111 

Lemme 2.2. Si D est un domaine compact de M et si 

H^{M\D,dD)^{0} 

alors 

{0} ^ i?2 (A/) H''{D). 

Remarquons que lorsque H'^{dD) — {0} alors en degre k la cohomologie relative 
de Do se surjecte dans la cohomologie usuelle de Dq et en combinant les deux 
lemmes precedents on obtient : 
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Proposition 2.3. Supposons que pour un domaine compact D C M, on ait H2{M\ 
D, dD) = {0} ainsi que H''-^{M \ D) ^ {0} et H''{dD) = {0} alors on a 

H^{M) ~ H^{D) ~ H^{D,dD). 

Et si de plus H^{M \D) = {0} alors on a H!^{M) ~ H''{M) ~ H^{D, dD). 

Nous voulons maintenant un critere qui garantisse que H2{M \ D, dD) soit nul : 

Lemme 2.4. Supposons que i?|(M) = {0} et que H'^{dD) = {0} alors 

H^{M\D) = {0}. 

Demonstration. Soit c S i?|(M \ D), et a un representant lisse de c, comme 
H^{dD) — {0}, on pent trouver (3 une (fc — l)-forme lisse a support compact 
dans I'adherence de M \ I? , de fagon a ce que a — dp, qui est encore un element de 
c, soit a support compact dans M\D. Mais cette forme est nulle en cohomologie 
sur M, on pent done trouver une suite {'^i)i de formes lisses a support compact 
dans M tel que 

a — dp = lim dipi. 

I — >C30 

En particulier en restriction a M \ D, on a 

a — dp = lim d{j*(pi). 

I — *oo 

done c est nulle. □ 

La concatenation de ces resultats nous donne le theoreme suivant : 

Theoreme 2.5. Soit (M^,go) une variete riemannienne complete orientee avec 
Dq C M un domaine compact de M tel que 

- H'^-^Mo \ Do) = ff'=(Mo \ Do) = {0}. 

- H''-^{dDo) = H'^idDo) = {0}. 

- H^iMo) = {0}. 

alors pour toute variete riemannienne {M,g) isometrique au dehors d'un compact 
a {Mo \ Do, go), on a 

H^{M) ~ H''{M) 

En effet , d'abord la dualite induite par I'operateur de Hodge implique que 
H"^''{dDo) = {0} et Hl^-^{Mo) = {0} ; done grace au lemme (|23l on a H'^^*'{Mo\ 
Do) ~ {0}. La dualite induite par I'operateur de Hodge nous permet d'affirmer 
H2~^{Mo \ Do) — H2{Mo \ Do,dDo) et nous pouvons alors conclure grace a la 
proposition (j2.^^|l . 

Une application immediate est la suivante : 

CoroUaire 2.6. Soit go une metrique complete surW^ et k G [2,n— 2] un entier 
tel que (M",go) n'ait pas de k-formes harmoniques non triviale alors pour toute 
variete riemannienne {M,g) isometrique a (M",go) dehors d'un compact on a : 

H^{M,g) ~ H''{M) ~ H^iM). 

Remarque 2.7. Lorsque k vaut ou n, on a simplement H2{M,g) ~ H^{M) — {0} 
et i/^(M, g) ~ H^{M) = {0}. Le cas oil (M, g) est isometrique a I'infini a plusieurs 
copies de {M.^,go) donne le meme resultat. Nous verrons plus loin comment traite, 
avec un peu d'analyse, le cas des degre 1 ou n — 1. 
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Ce dernier corollaire a beaucoup d'applications : 

- Si go est la metrique euclidienne, on re-prouve un resultat de ; d'ailleurs 
dans ce papier, on utilisait deja I'injectivite 112. 

- Si {N,g) est un groupe de Lie nilpotent simplement connexe equipe d'une 
metrique invariante a gauche alors N est diffeomorphe a M" et on sait que 
{N,g) n'a pas de formes harmoniques non triviale (cf. corollaire 2.4 de [7]). 

- Si X — G/K est un espace symetrique a courbure negative ou nulle, alors 
X est diffeomorphe a M" et les travaux de A. Borel (P]) nous apprennent 
que lorsque rangG 7^ rang if alors X n'a pas de formes harmoniques non 
trivial, et que lorsque rangG = rang if et k ^ n/2, X n'a pas de fc-formes 
harmoniques L'^ non triviales. 

3. COHOMOLOGIE ET PARABOLICITE 

3.1. Un resultat d'annulation. Le but de cette partie est de prolonger les argu- 
ments de la partie precedente en y introduisant un peu de geometric. Nous com- 
meuQons tout d'abord par le lemme suivant qui est un leger raffinement dans une 
formulation un peu differente d'un resultat de P. Li, J. Jost et K. Zuo, J. Mc Neal 
et N. Hitchin [HI [B| [T?) | [H] . 

Lemme 3.1. Soit {M,g) une variete riemannienne complete et a £ L^{ApT*M) 
une p forme fermee. On suppose qu'il existe (3 E C°° {A^^^T* M) avec 



J2 

a = d/3 et I '7 ,„ d vol < co 
hi ^{pY 



oil p est la fonction distance a un point o fixe de M et ip est une fonction continue 
positive telle que 

dr 



i: 



alors la classe de a en cohomologie est nulle. 

Demonstration. Soient r, R deux nombres reels tels que < r < R, on leurs associe 
la fonction definie par 

{1 si s < r 

si s > i? 

La forme 4>r,R{p)l3 est lipschitsienne a support compact et on a 

a - d{cj)r^B.{p)l3) = a - cj)r,R{p)dj3 - cj)'^ p.{p)dp A {3 

mais nous avons 

||<^(p)dpA/3||i. < ( I TT^rfvol 

\Jr / J B{o,R)\B{o,t) V{P) 

Or par hypothese on pent trouver deux suites rk < Rk telles que lim/j 
et 

dt 
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d'ou pour ces suites 



a = L lim (p)/3). 

A;— >oo 



□ 



Remarque 3.2. Si on fait comme J. .lost et K. Zuo I'hypothese qu'il existe une 
constante C telle que 

/ |/?pdvol < Ci?2 

Jb{o.,R) 

alors nos hypotheses sont satisfaites pour la fonction ip{r) — rlogr. 

Nos hypotheses sont intimement Hees a la parabolicite. Pour plus d'information 
concernant cette notion, je conseille le survol remarquable et tres complet de A. 
Grigor'yan Je rappelle ici juste que si {M,g) est une variete riemannienne 
complete et /i une mesure absolument continue par rapport a d vol alors on dit que 
I'operateur associe a la forme quadratique / i— > J^^ \df\'^dfi est parabolique ^ si 
I'une des conditions equivalentes suivantes est verifiees : 

- A'' n'a pas de fonction de Green positive 

- II existe une suite {uk)k de fonctions lisses a support compact telle que 

< Mfc < 1 et lim Uk = 1 uniformement sur les compacts 

k — >oo 



et lim / Idufcpd/^^O" 



I M 

Une lecture attentive de la preuve du lemme precedent montre que si pour la mesure 
rf/i = |/3pdvol, I'operateur A'^ est non parabolique alors a est nulle en cohomologie 

3.2. Fin de la preuve des theoremes A et B. Nous pouvons complementer 
notre corollaire H2.6II et finir la preuve des theoremes A et B : 

Proposition 3.3. Soit go une metrique complete surM", on suppose que n > 2 et 
que pour un point o fixe de M" on a les inegalites de Poincare : 

yip eC°°{B{o,r)), [ {ip^mr{Lp)fdvo\<Cr^ [ \dipfdvol 

J B{o,r) ■JB{o,r) 

oil on a note mr{(p) — /^j-q^) (pdvol/ vol_B(o, r) la moyenne de la fonction (p sur 
la boule B(o,r). On suppose aussi que (K", .go) verifie I'inegalite de Sobolev : 

V(^G Co°°(R") f / {^f^^^'^-^Uvol) ' <C [ \d^\^dYo\ 
\Jm J Jm 

et on suppose enfin que pour une constante C on a pour tout r > I 

vo\B{o,r) < Cr" 

Si {M,g) est isometrique a I'infini a plusieurs copies de (M",5o) alors 
Hl{M) ~ Hl{M) et H^-^{M) ~ H"-^{M). 

Nous commengcons par montrer le lemme suivant qui est necessaire pour demon- 
trer cette proposition : 



3q; 



Si dfj, = ci vol, on dit simplement que {M,g) est parabolique. 

M 1 



^Cette hypothese pouvant etre remplacee par limsupj.^Q^ fj^ \duk.\^dij, < oo. 
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Lemme 3.4. Soit go une metrique complete sur M" verifiant les hypotheses de la 
proposition precedente, si u est une fonction lisse sur M" telle que 

/ \du\ldvolg„ < oo 

alors il y a une constante c e M telle que pour tout r > 1 on ait 

{u-cfdYol<Cr^ 



IB(o,r) 

Demonstration. Notons en effet V{r) = volB{o,r) et Bk = B{o,2''). Posons 

1 

Cfc = 



y(2'=) 



on va montrer que la suite converge. On a 



Ib 



k X Bk-\-l 



{u{x) — u{y)) dxdy 



|Cfe Cfe+i| — v(2'=)y(2'= + i) 

< 



« 



1^) (/s,+ixB.+i - <y)\^dxdy 



1/2 
1/2 



Ou pour obtenir la derniere inegalite, nous avons utilise I'inegalite de Poincare et 
le fait que I'inegalite de Sobolev implique que le volume des boules geodesiques de 
rayon r est uniformement minoree par C^'^r" (JJ. Grace a ceci nous savons que la 
suite (cfc)fe converge vers Coo et \ck — Coo| < Ce^ ou e = 2^^^/'^ e]0, 1[. Ainsi nous 
obtenons 

/ [u- c^fdYol < 2 / {u- Ck?dY0\+2V{2'')\ck - CooP < C{2''f 

Jb{o,2'') JB(o,2'=) 

□ 

Demonstration de la proposition : Suivant la proposition (2.4) et le theoreme 
(3.3) de fS], on salt que {M,g) verifie la meme inegalite de Sobolev (avec des con- 
stantes differentes) et aussi que 

{0} ^ Hl{M) ^ H^{M). 

Soit done c G H\{M)., on veut montrer que c contient une forme lisse a support 
compact. On salt par hypothese qu'il y a un compact K Ae M tel que M\K ^ 
U^^iEi, ou cliaque Ei est isometrique a (R" \ B{o, R), go). En particulier il y a sur 
cliaque Ei une fonction lisse fi € C°°(R" \ B{o,R)) telle que a = dfi. Soit / une 
fonction lisse sur M qui vaut fi sur chaque Ei on salt que a ~ df est une 1 forme 
a support compact. II reste done a montrer que dans la classe de cohomologie 
de d/ il y a une forme a support compacte. Soit done Ui une fonction lisse sur R" 
qui vaut fi sur R" \ B{o,R), grace au lemme precedent nous obtenons I'existence 
d'une constante q telle que 

[ (u, - c,)^dvol < Cr^ 

J_B(o,r) 
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Grace a cette estimee et au resultat de J. .lost et K. Zuo (cf. et la remarque 
I3.2|l nous pouvons affirmer que si h est une fonction lisse sur M qui vaut q sur 
alors dh et d/ ont meme classe de cohomologie I? . 

Remarque 3.5. En fait la seule propriete topologique de M" que nous avons utilise 
est le fait qu'il est simplement connexe a I'infini. Ainsi R" pent etre ici change en 
n'importe quelle variete simplement connexe a I'infini. 

Ceci ne nous permet pas de traiter le cas des surfaces mais celui est aise car 
I'espace des 1-formes harmoniques d'une surface riemanienne est un invariant 
conforme. Et nous avons la dichotomic suivante pour (S*, g) une surface riemanni- 
enne complete de type fini : 

- Soit H^{S,g) est de dimension finie et {S,g) est conformement equivalente a 
une surface compacte prive d'un nombre fini de points et 

n'iS,g)^Im[H',iS)-^H\S)]. 

- Soit 7{^{S,g) est de dimension infinie. 

Cette proposition nous permet d'achever la preuve du theoreme A car il est bien 
connu qu'un groupe de Lie nilpotent simplement connexe verifie nos hypotheses (cf. 
par exemple ^5, 23J). 

Dans le cas ou le laplacien de Hodge-deRham presente un trou spectral en degre 
et 1 nous pouvons aussi conclure : 

Proposition 3.6. Soit go une metrique complete sur M" ou n > 2 et on suppose 
que (W^,go) verifie les inegalites de Poincare : 

e Co»(M") / l^pdvol,., <C f \dip\ldYo\g,, 

JM JM 

et 

Va e C^{T*Rn f \a\ldY0\g„ <C f [\da\l + \d*a\lJdyol,„ . 

JM JM 

Si iM,g) est isometrique d I'infini d plusieurs copies de (K",go) alors 
Hl{M) ~ Hl{M) et H^-'^{M) ~ H\M). 

Demonstration. Pour cela il suffit de remarquer que la premiere inegalite de Poincare 
implique que le volume de (W^,go) est infini et alors on salt grace a la proposition 
(5.1) de que 

{0}--i?i(M)^i/i(M). 

Maintenant, I'hypothese de trou spectral sur les 1-formes montrent que si u est une 
fonction hsse sur R" telle que /]g„ \du\'^^dvo\gg < oo, alors il y a une constante c 
telle que u — c € ; ce qui permet d'adapter (encore plus facilement) la preuve de 
la proposition 113. □ 

3.3. cohomologie et bouts paraboliques. Le deuxieme argument geometrique 
est le suivant : 

Proposition 3.7. On suppose ici que (A/, g) est une variete riemannienne complete 
isometrique au dehors d'un domaine compact D a 

QO, oo[xdD, dt^ + ht) 

ou ht est une famille de metrique riemannienne sur dD telle que 

- si t > s alors ht > hs, 
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- si on note L{t) = vol„_i({i} x dD) — J^^ ^jAeiho htdvolhg alors 

dt 



/o m 

L 'image de I'application naturelle i?|(M) — > H^{M) est alors exactement 

lm[H^^{M) — >H^{M)]. 

Demonstration. Puisque d'apres M. Anderson (^Ij, I'espace lm[H^{M) — > H^{M)\ 
s'injecte dans (Af). II sufRt de demontrer que si a est une k-iovme lisse sur 
M, alors tiree en arriere sur dD elle est nulle en cohomologie. Considerons done (3 
une (n — 1 — fc) forme lisse fermee sur dD , on veut montrer que 

(3 M*Qa = 0. 

dD 

ou on a note it : dD — > [0,oo['KdD I'inclusion 9 i— > (t,0). On a evidement : 

(3/\ioa\ = \ f3 /\i*ta\ <\\f5\\L^ \ita\hjvo\ho 

dD JdD JdD 



Maintenant si on note J{t,6) — ^ydetho(e) ht{0), comme ht > /lo on a \ila\ha{(^) < 
J{t,6)\a\g{t,9), d'ou en utilisant I'inegalite de Cauchy-Schwarz : 

c'<m\l^m [ \a\ldyoh. 



dD 



D'ou 



Jr ^{'^) J\rM]xdD 



g 

rM]xdD 

En faisant tendre R vers I'infini, nous obtenons c = 0. □ 

Remarquons que cette hypothese implique que {M, g) est parabolique en par- 
ticulier en dimension 2, ceci implique que {M,g) est conformement equivalent a 
une surface compacte M privee d'un nombre fini de points et dans ce cas grace a 
I'invariance conforme de I'espace des 1-formes harmoniques on salt que 

H^iM) ~ H\M) ~ liJi[Hl{M) — * H\M)] 

Nous voulons maintenant en quelque sorte generaliser ce resultat ; d'apres le lemme 
12.21 la nullite de 77|(M\Z?, dD) et les hypotheses de notre proposition (j;^.7ll sufHsent 
pour savoir que : 

H^iM) ~ lm[H^{M) y H^{M)] . 

Nous allons montrer : 

Theoreme 3.8. Si en plus des hypotheses precedentes la fonction 

* 1 



verifie 



j{t) ^ mayi J (t, 6) / — — —ds 



I 



°° dt 

oo 



alo 



rs nous avons 



/o j{t) 
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Demonstration. Soit done c e H2{M\D, dD) et a une forme lisse fermee represen- 
tant c, on a a = (i/3 ou 



/ {4>^)* 'mi xadT 



ou X est le champ de vecteurs sur ]0, oo[x9D et 0"^ son flot : 

Compte tenu que Ton suppose que t ^ ht est une famille croissante de metrique 
riemannienne sur dD on a 

m,6)\, < f\a\,{s,e)ds 
Jo 

Maintenant si l{t,6) — J{s,9)~^ds, on a pour toute fonction u telle que u' G 

L'^{R,J{t,e)dt) et u{0) = 

(3.1) \ u\t) ij^) ' J{t. 0)dt < \u'\{t)^{t)J(t, 9)dt 

On obtient cette inegalite d'abord pour tout les u e C(j"(]0,oo[) ; en posant u{t) = 
v{t) \/l{t) et en integrant par partie on obtient 

1 f°° 1 

\u'm^jit,o)dt>-j^ wmj^-^^dt. 

En appliquant cette inegalite a u{t) = /J \a\g{s,9)ds et en integrant I'inegalite 
obtenue sur dD, nous obtenons que 

dvol < oo 

IM\D j[tY 

ce qui permet de conclure grace au lemme l|3.1|l . 

□ 

3.4. Applications. Ce dernier resultat nous permet de re-demontrer dans une 
preuve unifiee de nombreux resultats : 

- Lorsque {M,g) est a bouts cymindriques (i.e. lorsque pour tout t : ht ^ ho) 
alors nous retrouvons un resultat de M. Atiyah, V. Patodi, I. Singer ([2J). 

- Lorsque M est diffeomorphe a I'interieur d'une variete M dont le bord est 
constitue de deux hypersurfaces Xi et X2 s'intersectant suivant une sous var- 
iete de codimension 2 dans M et lorsque g est une b metrique associee a cette 
variete a coins i.e. 



9 



dxi \ ^ / dx2 ^ ^ 



Xi / \ X2 



ou xi (resp. X2) est une fonction definissant Xi (resp. X2) et h une metrique 
lisse sur M ; alors nous retrouvons un resultat de W. Miiller f|21)l. 
Lorsque dD est une fibration sur un cercle 

F — >dD^ S\ 



ou ht ^k + t^{-K*ef 
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et une 1-forme jamais nulle sur §^ et k une metrique riemannienne sur dD ^ ; 
i.e. g est du type "fibred boundary" dans la terminologie de R. Mazzeo et R. 
Melrose (^HI)- Nous retrouvons ainsi une petite partie d'un resultat important 
de T.Hausel, E.Hunsicker et R. Mazzeo (corollaire 10 de [n]) a propos de 
instantons gravitationnels qui sont ALG. 
- Lorsque (M, g) est plate au dehors d'un compact et parabolique (i.e le volume 
des boules geodesiques croit au plus quadratiquement) alors nous retrouvons 
une partie du resultat de jH]. 
Ce theoreme nous permet aussi de demontrer des resultats nouveaux par exemple : 

Corollaire 3.9. Soit E — > X un fibre vectoriel riemannien sur une variete rie- 
mannienne compacte oil les fibres ont des plans euclidiens, equipe de sa metrique 
riemannienne L verifie : 

'Hl{L)^Im[H^iL)^H\L)]. 

Ceci repond a une question posee dans (|i7J p. 102). 

Corollaire 3.10. Si {M,g) est une variete riemannienne complete isometrique au 
dehors d'un domaine compact D a 

i]o, oo[xdD, dt^ + h + f{t)^e^) 

oil h est une metrique riemannienne sur dD, 9 est une 1-forme lisse sur dD et 
f e C°°(M+,]0,(X)[) verifie 

[°° dt 

L 

alors 
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